Количество совершенных паросочетаний на треугольных решетках фиксированной ширины by Перепечко, С. Н.
КОЛИЧЕСТВО СОВЕРШЕННЫХ ПАРОСОЧЕТАНИЙ НА
ТРЕУГОЛЬНЫХ РЕШЕТКАХ ФИКСИРОВАННОЙ ШИРИНЫ
С.Н. Перепечко
Петрозаводский государственный университет
Ленина 33, 185910 Петрозаводск, Россия persn@newmail.ru
Проблема подсчёта совершенных паросочетаний (в дальнейшем просто паросочетаний)
в некотором семействе графов тесно связана с одной из классических решёточных моделей
статистической механики— так называемой задачей о димерах. При равенстве активностей
всех димеров производящая функция для числа паросочетаний становится идентичной про-
изводящей функции в модели димеров.
В силу исторически сложившихся обстоятельств в физических приложениях наибольший
интерес вызывают двухпараметрические семейства планарных решёточных графов. Фор-
мально для таких графов задача подсчёта сводится к вычислению пфаффиана. Однако его
вычисление в символьном виде наталкивается на серьёзные трудности, и немногочисленные
разрешимые случаи приводят к громоздким выражениям в виде двойных произведений, ана-
лиз которых оказывается чрезвычайно сложным. С вычислительной точки зрения эффек-
тивность подобного рода формул также оставляет желать лучшего. Выполнять расчёты за
разумное время можно только в графах небольшого или умеренного порядка. В сложившей-
ся ситуации представляет интерес изучение альтернативных методов подсчёта, позволяющих
проводить как точные, так и приближённые вычисления в больших графах.
Данное сообщение посвящено обсуждению подхода, основанного на сведении двухпара-
метрической задачи к набору однопараметрических задач. В качестве графов рассматрива-
ются, как показано на рисунке, фрагменты треугольной решётки в форме параллелограмма.
Будем обозначать графы указанного се-
мейства символом Tm,n. Неослабеваю-
щий интерес к этому семейству обу-
словлен, прежде всего, тем, что способ
построения пфаффовой ориентации в
Tm,n известен уже более полувека [1],
однако предпринимавшиеся ранее по-
пытки получить выражения, пригодные
для проведения расчётов, к успеху не
приводили. Сравнительно недавно был
достигнут существенный прогресс в ис-
следовании родственной модели, соот-
ветствующей укладке треугольной решётки на поверхность тора [2, 3]. В то же время для
числа паросочетаний в Tm,n, возникающих в задаче со свободными граничными условиями,
известен лишь незначительный набор числовых данных при небольших значениях m и n.
В ходе решения перечислительной задачи параметр m, называемый шириной решётки,
фиксировался, и вычислялось количество паросочетаний вTm,n при различных n. Поскольку
в графах нечётного порядка отсутствуют совершенные паросочетания, то можно обозначить
одним и тем же символом Km,n число паросочетаний в Tm,n при чётных значениях m и в
графах Tm,2n при нечётных m. По общепринятому соглашению Km,0 = 1.
При фиксированном m последовательность {Km,n} = Km,0,Km,1,Km,2, . . . является мо-
нотонно возрастающей и удовлетворяет линейному рекуррентному соотношению с посто-
янными коэффициентами. Поскольку для треугольной решётки можно построить матрицу
переноса, применив аналогичную [4] схему кодирования состояний, то существование такого
соотношения вытекает из теоремы Кэли-Гамильтона. В терминах производящих функций
Gm(z) =
∑∞
n=0Km,nz
n данное обстоятельство соответствует тому, что Gm(z) = Pm(z)/Qm(z)
рациональны. При выводе Gm(z) использовалось условие нормировки Qm(0) = 1.
Для 2 6 m 6 11 были вычислены достаточно длинные начальные отрезки последова-
тельностей {Km,n}, из которых удалось восстановить как сами рекуррентные соотношения,
так и ассоциированные с ними Gm(z). Несколько простейших примеров приведены ниже:
G3(z) =
1− 4z + z2
(1− z)(1− 6z + z2) ,
G4(z) =
(1− z)(1 + z)(1− z − 5z2 − z3 + z4)
(1 + z − 3z2 − 3z3 + z4)(1− 3z − 3z2 + z3 + z4) .
Порядки рекуррентных соотношений в рассматриваемой модели существенно зависят от чёт-
ности ширины решётки и во всех изученных случаях оказались равными 2m−1 при чётных
значениях m и 3bm/2c при нечётных.
Свойства Pm(z) и Qm(z) близки, либо совпадают со свойствами аналогичных полиномов в
семействе прямоугольных решёток вида Pm×Pn [5]. В частности, qm− pm = 1 при нечётных
m и равно 2 при чётных, где qm = degQm(z), pm = degPm(z). Симметрия коэффициен-
тов рекуррентного соотношения приводит к равенствам Qm(z) = −zqmQm(1/z), Pm(z) =
zpmPm(1/z), которые имеют место при нечётных m. В то же время при выполнении условия
m mod 4 = 0 знаменатели Qm(z) удовлетворяют несколько иному соотношению: Qm(z) =
zqmQm(1/z). Все найденные в ходе выполнения работы Qm(z) оказались приводимы в Z[z].
Для решёток Pm × Pn подобная ситуация наблюдается только в исключительных случаях.
Для вывода рекуррентного соотношения длина начального известного отрезка последо-
вательности {Km,n} должна, по крайней мере, в 2 раза превышать порядок соотношения.
По причине экспоненциального роста порядка подсчёт паросочетаний оказывается весьма
трудоёмким. Так, например, при m = 12 необходимо найти паросочетания во всех графах
вплоть до T12,4096. Поскольку расчёты выполнялись в системе компьютерной алгебры Maple,
то при 12 6 m 6 25 вычислялись элементы Km,n для n 6 n∗. При чётных m в качестве n∗
выбиралось значение 300. В нечётном случае можно было положить n∗ = 200. Полученных
данных оказалось достаточно, чтобы с высокой точностью оценить асимптотику Km,n при
n→∞, которая имеет следующий вид: Km,n ∼ C(m)λ(m)n.
В результате применения экстраполяционных методов ускорения сходимости к набору
λ(m) удалось вычислить «молекулярную свободу»— один из важнейших параметров решё-
точной модели. С погрешностью, не превышающей единицу последнего удержанного раз-
ряда, полученное значение оказалось равным 2,356 527 3. Использованный в работе подход
является первым систематическим методом оценки данного параметра в моделях со свобод-
ными граничными условиями. Ранее известные методы существенно опирались на свойство
регулярности исследуемых графов.
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